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 模模块块知知识识梳梳理理

 学学 法法 点点 拨拨

 1.不等式的性质是研究不等式的基础.研究不等式时要注意其中蕴涵的数学思想方

法:含有绝对值的不等式———体现了数形结合、分类讨论和函数与方程的思想;基本不等

式、柯西不等式和排序不等式———体现了由特殊到一般,由直观到抽象,由简单到复杂的数

学思想和等价转化思想;数学归纳法是重要的数学思想———实现了从有限到无限的飞跃.
 2.证明不等式的出发点是不等式的基本性质、基本不等式和经典不等式.
 3.数学归纳法是证明数学问题的一种重要方法,在应用的过程中,要逐步体会和理解

它的本质.
 4.不等式有着广泛的应用.在应用不等式时,要注意方法与技巧的运用,使其满足不

等式的条件,从中体会数学变换的魅力和不等式应用的广泛性.
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第第一一讲讲  不不等等式式和和绝绝对对值值不不等等式式

 本讲学习导航
先行一步,步步先行

内内容容概概要要
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  本讲是不等式选讲的第一讲,本讲是在复习已学不等式知识(《数学5》中不等式的性

质、二元基本不等式等)的基础上,继续学习三个正数的算术-几何平均不等式、绝对值三

角不等式、绝对值不等式的解法.

《《课课程程标标准准》》要要求求

内容标准 学习要求

复习不等式的基本性质和基本

不等式.

1.通过复习不等式的性质和基本不等式,为进一步学习其他

不等式打基础.
2.能运用不等式的“三歧性”比较两个数的大小.
3.能运用不等式的性质推导一些简单不等式,特别要注意一

些不等式性质成立的条件.
4.知道二元、三元基本不等式成立的条件,并能运用二元、三
元基本不等式求一些特殊函数的最值或证明一些简单的不

等式.体会基本不等式的变元过程.
5.通过基本不等式的实际应用,体会建模的思想.

理解绝对值的几何意义,并能利

用绝对值不等式的几何意义证

明以下不等式:
(1)|a+b|≤|a|+|b|;
(2)|a-b|≤|a-c|+|c-b|.

1.体会利用绝对值不等式的几何意义和分类讨论的思想证

明定理1和定理2.
2.能利用这两个不等式证明一些简单的含有绝对值的不等

式或求含有绝对值的不等式的最值.

会利用绝对值的几何意义求解

以下类型的不等式:
(1)|ax+b|≤c;
(2)|ax+b|≥c;
(3)|x-c|+|x-b|≥a;
(4)|x-c|+|x-b|≤a.

1.会解不等式|ax+b|≤c和|ax+b|≥c.
2.会用“取零点分段讨论法”“构造函数法”或“绝对值不等式

的几何意义”解不等式|px-c|+|qx-b|≥a和|px-c|+
|qx-b|≤a.
3.能利用分离变量的方法解决不等式|px-c|+|qx-b|≥a
或|px-c|+|qx-b|≤a(p,q,b,c为常数,a为参数)恒(或
能)成立问题.
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凡是内心能够想到、相信的,都是可以达到的。

学学法法指指导导
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 1.不等式的性质是进一步学习其他不等式的理论依据和基础,二元基本不等式是三

元基本不等式的基础,绝对值不等式是数轴知识的扩展.

 2.基本不等式和含有绝对值的不等式有深刻的数学意义和几何背景.在学习过程中,

应特别注意理解这些不等式的几何背景及其蕴涵的数学思想,尽可能借助几何直观来理解

和证明这些不等式,从中领悟数形结
﹏﹏﹏﹏

合等重要数学思想在研究不等式中的作用.

 3.基本不等式有着广泛的应用,应用基本不等式时要注意等价转化思
﹏﹏﹏﹏﹏﹏

想的运用;运用

基本不等式解决实际问题时,要体会建模思
﹏﹏﹏﹏

想的作用.

 4.研究含有绝对值的不等式问题时,要注意分类讨论思
﹏﹏﹏﹏﹏﹏

想的运用.

 5.本讲的重点是解含有绝对值的不等式,解决含有两个绝对值的不等式的最值问题.
要认真学习掌握教材p17例5的三种解

﹏﹏﹏﹏
法及其蕴涵的数学思

﹏﹏﹏﹏
想.

一、不等式 

  第一学时 不等式的基本性质

   板板块块一一 创设问题,引领目标
导入问题,直指学时重点

  问问题题呈呈现现
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同学们,在小学数学中,我们就已经

知道,任意两个数都有大小关系,那么比

较两个数大小的原理、方法和技巧是什

么呢? 在小学,我们只是能直观判断两

个有理数的大小;在初中,我们借助数轴

可以比较两个实数的大小.但都没有从

理论上探讨这些问题,是因为那时我们

没有能力来研究这些问题.今天我们要

系统地学习不等式的相关知识,就有必

要搞清这些问题.
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等式有许多性质,哪些性质能够类

比到不等式,哪些性质不能类比到不等

式呢? 请思考探究.

  材材料料链链接接

 1.在《数学1》中,证明函数的单调性时,

用作差的方法来比较两个数的大小,它的理

论依据就是比较两个实数大小的原理,即不

等式的“三歧性”.

 2.在《数学5》中,已经介绍过不等式的

8个基本性质,今天重新提及这些性质,有两

个原因,其一,它是进一步学习其他不等式的

基础;其二,我们将对不等式的性质进行进一

步的学习和研究.

 3.通过比较具体数的大小,概括出其一

般原理,体现了数学中由感性到理性、由具体

到抽象的思维方法,是数学学习中经常使用
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的思想方法.在学习过程中要注意学习和体

会这种数学思想方法.

   板板块块二二 自学思疑,初探问题
尊重认知规律,亲历感悟知识生成

  教教材材导导读读

 问题一

  如何比较两个实数的大小?

请阅读教材p2、p3“探究”栏目之前的内

容,思考并回答下列问题:

 1.比较两个实数大小的原理可以简称

为实数的“三歧性”.它的具体内容是什么?

请你默写.它的几何意义又是什么?

 2.“三歧性”将“比大小”的问题转化为

“求差判断符号”的问题.结合教材中的例1,

说一说例1中比较两个实数的大小采用的是

什么方法,请你给它起一个名字.

 3.比较两个实数的大小时,作差后要进

行变形(分解因式或配方),以便判断差的正

负.那么变形要求达到什么程度? 可以结合

教材中的例1和下面的例子进行分析:

已知x≠±1,试比较x6+1与x4+x2

的大小.

 问题二

  如何理解、运用不等式的性质?

请阅读教材p3~p5的有关内容,思考并

回答下列问题:

 1.不等式的性质有哪些? 请默写.

 2.给不等式的性质起一个名字能帮助

我们更好地记忆.如:不等式性质(2)可称之

为“传递性”,能否给不等式的其他性质也起

一个名字,便于我们记忆和运用呢? 请试一

试吧,展示大家的概括能力和抽象思维能力.

  自自主主测测评评

  1.若a<b<0,则 (  )

A.1a<
1
b    B.0<

a
b<1

C.ab>b2 D.ba>
a
b

2.若x>1,则x3-1与x2-x的大小关系为

(  )

A.x3-1>x2-x B.x3-1<x2-x

C.x3-1≥x2-x D.x3-1≤x2-x

3.若0<b<a,d<c<0,则下列不等式

必成立的是 (  )

A.ac>bd B.ac>
b
d

C.a+c>b+d D.a-c>b-d

   板板块块三三 合作互助,共析问题
发展创新思维,形成主动探究与合作的意识和能力

 问题三

  类比等式的性质,同学们还能给出不等式

的哪些性质? 并进行证明 .

 1.如果a+b=c,那么a=c-b.类比等

式的这个性质,你能得到不等式的什么性质?
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如果你是个作家,这是比当百万富豪更好的事,因为这是一份神圣的工作。

 2.如果a=b,c=d,那么ac=bd.类比等

式的这个性质,得到的不等式是否成立? 若

使它成立,需添加什么条件?

 3.仿照上面问题1、2中的类比,请大家

把类比得到的不等式的性质汇总在下面:

 问题四

  运用不等式的性质时要注意什么?

 1.若-π2<α<β<
π
2
,则α-β的取值范

围是 .

解:∵ -π2<α<
π
2
, ①

-π2<β<
π
2
, ②

∴ -π2<-β<
π
2. ③

①+③,得-π<α-β<π.
你认为上面的解法有问题吗? 如果有问

题,问题出在哪里? 这对我们运用不等式的

性质有何启发?

 2.已知-2<x<3,-17<y<-11,求

x2
y-1

的取值范围.

解:∵ -2<x<3,

∴ 0≤x2<9. ①
又-17<y<-11,

∴ -18<y-1<-12,

∴ -112<
1

y-1<-
1
18. ②

①×②,得0≤ x2
y-1<-

1
2.

以上的解法错在何处? 它告诉我们运用

不等式的性质时要注意哪些问题?

 3.由上面问题1、2可知,运用不等式的

性质时,要注意其成立的前提条件.在不等式

的性质中,哪些不等式有成立的前提条件(即

范围)呢? 请把它们写在下面.

 4.若a>b,则1a<
1
b.请你再加一个条

件,使这个不等式成立.

 问题五

  比较两个实数的大小还有其他方法吗?
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 1.若A
B>1

,当B>0时,A 与B 的大小

关系如何? 当B<0时呢?

大家能从中悟出比较两个实数的大小的

另一 种 方 法 吗? 其 依 据 是 不 等 式 的 哪 条

性质?

 2.上个问题中比较两个实数大小的方

法叫作商法.运用作商法,你能证明不等式的

性质(5)吗?

 3.用作差法或作商法比较两个实数的

大小时,如果差的正负或商与1的大小关系

不确定,如何处理?

请结合下面的题目进行分析:

若a为实数,则 1
1-a

与1+a 的大小关

系为 .

   板板块块四四 展示交流,探究问题
提高分析问题、解决问题的能力

  展展题题设设计计

 展题1 若a>b>0,且c>d>0,试猜想

a
d

与b
c

的大小,并证明你的结论.

指导要求:比较两个实数的大小的最基

本、最重要的方法是什么? 考虑到本题中两

个数均为正数,是否可以考虑比较它们的商

与1的大小呢?

 展题2 对于实数a,b,c,有下列命题:

①若a>b,则ac<bc;

②若ac2>bc2,则a>b;

③若a<b<0,则a2>ab>b2;

④若a>b,则1a<
1
b
;

⑤若c>a>b>0,则 a
c-a>

b
c-b.

其中真命题的个数是 (  )

A.2       B.3

C.4 D.5
指导要求:要说明一个不等式成立,需要

进行证明;要说明一个不等式不成立,只要举

出反例即可.你可以试试吗?
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成为一个成功者最重要的条件,就是每天精力充沛地努力工作,不虚掷光阴。

  归归纳纳总总结结

不
等
式
的
基
本
性
质

—

—基本原理———

a-b>0⇔a>b;

a-b=0⇔a=b;

a-b<0⇔a<b

—性质———

①a>b⇔b<a;

②a>b,b>c⇒a>c;

③a>b⇒a+c>b+c;

④a>b,c>0⇒ac>bc,

 a>b,c<0⇒ac<bc;

⑤a>b,c>d⇒a+c>b+d;

⑥a>b>0,c>d>0⇒ac>bd;

⑦a>b>0⇒an>bn(n N,n≥2);

⑧a>b>0⇒
n
a>

n
b(n N,n≥2)

—
比较两个实数

的大小的方法
—
①作差法;

②作商法

—重要结论:ab>0,a>b⇒1a <
1
b

   板板块块五五 应用演练,再生新疑
分级设题,精选精练

  分分层层演演练练

A.基础巩固

1.若x>y,m>n,则下列不等式正确的是

(  )

A.x-m>y-n

B.mx>ny

C.xn>
y
m

D.m-y>n-x

2.(2018· 北 京)能说明“若a>b,则

1
a<

1
b
”为假命题的一组a,b 的值依次为

    . 

3.已知a,b,c满足c<b<a,且ac<0,那

么下列选项不一定成立的是 (  )

A.ab>ac    

B.c(b-a)>0

C.cb2<ab2

D.ac(a-c)<0

4.设a,b为实数,则“0<ab<1”是“b<1a
”的

(  )

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充分必要条件

D.既不充分也不必要条件

B.能力提升

5.若a>0,b>0,则abba 与aabb 的大小关系为

(  )

A.abba<aabb

B.abba>aabb

C.abba≤aabb

D.abba≥aabb

6.若a>b>0,c<d<0,则一定有

(  )

A.ac>
b
d B.ac<

b
d

C.ad>
b
c D.ad<

b
c

7.若a<0,b<0,则p=b
2

a+
a2
b

与q=a

+b的大小关系为 (  )

A.p<q B.p≤q
C.p>q D.p≥q

8.已知60<x<84,28<y<33,则x
y

的

取值范围是 .
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C.拓展创新

9.设实数a,b,c满足b+c=6-4a+

3a2,c-b=4-4a+a2,试比较a,b,c的大小

关系.

10.若a>b>c,则a2b+b2c+c2a与ab2+

bc2+ca2 的大小关系是         

     .

  再再生生新新疑疑

  研究两个实数的大小关系是本学时的主

要目的.那么学习了本学时的内容后,大家能

比较a2+b2与2ab的大小关系吗? a+b与

2 ab呢?

除此之外,同学们还有什么新的问题?

  第二学时 基本不等式

   板板块块一一 创设问题,引领目标
导入问题,直指学时重点

  问问题题呈呈现现

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
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┈
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┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈

随着人们生活水平的不断提高,私

家车越来越多,交通拥堵时有发生.为了

缓解这种现状,在某交通拥堵路段,交通

部门规定:在此路段内的车距d(m)正比

于车速v(km/h)的平方与车身长s(m)的

积,且最小车距不得小于半个车身长.假

定车身长约为s(m),且车速为50(km/h)

时,车距恰为车身长s.问交通繁忙时,应

规定怎样的车速,才能使此路段的车流

量Q 最大? Q=1000vd+
æ

è
ç

ö

ø
÷

s
解决这个问题要用到哪些数学知

识? 解决问题的过程中体现了什么数学

思想?

  材材料料链链接接

 1.在《数学1》中,研究函数的单调性时,

我们介绍过对勾函数y=x+a
2

x
(a≠0),利用

其单调性可以求一些函数的最(极)值,和利

用《数学5》中基本不等式求最值的结果是一

致的,但在一些情况下用基本不等式求最值

更快捷、方便.

 2.在《数学5》中,已经介绍过基本不等

式,今天又提及它,为的是进一步研究三元均

值不等式.

 3.基本不等式既是上一学时比较两个

实数大小知识的延续,又是为下学时学习三

元均值不等式奠定基础,起到承前启后的

作用.
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人生成功的秘诀是,当机会来到时,立刻抓住它。

   板板块块二二 自学思疑,初探问题
尊重认知规律,亲历感悟知识生成

  教教材材导导读读

 问题一

  如何理解重要不等式和基本不等式?

请阅读教材p5、p6“探究”栏目之前的内

容,思考并回答下列问题:

 1.从几何的角度解释基本不等式对理

解基本不等式有何帮助? 它能作为证明基本

不等式的方法吗?

 2.重要不等式和基本不等式各自成立

的条件是什么? 等号何时成立?

 3.重要不等式和基本不等式还有哪些

变形形式? 请把它们列举出来.

 问题二

  如何运用基本不等式求最值?

请阅读教材p6~p8例3、例4的内容,

思考并回答下列问题:

 1.利用基本不等式求函数的最值时,必

须同时满足什么条件? 请简要概括出来.

 2.教材例3后面给出了用基本不等式

求最值时需满足的条件.请用类比的方法写

出用重要不等式a2+b2≥2ab及其变形ab≤

a+bæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2
,a+bæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

≤a2+b2
2

求最值时需满足

的条件.

  自自主主测测评评

  1.下列判断正确的是 (  )

A.若x R,且x≠0,则x+1x≥2

B.若a,b R,且ab≠0,则b
a+

a
b≥2

C.若a≥2,则a+1a
的最小值为2

D.若x R,且x≠0,则|x|+ 1|x|
的最

小值为2

2.设 f(x)=lnx,0<a<b,若 p=

f(ab),q=fa+bæ

è
ç

ö

ø
÷

2
,r=12

[f(a)+f(b)],

则下列关系式正确的是 (  )

A.q=r<p       B.q=r>p
C.p=r<q D.p=r>q
3.要制作如图所示的铝合

金窗框,当窗户采光面积为一常

数S时(中间横梁的面积忽略不

计),要使所用的铝合金材料最

省,窗户的宽AB 与高AD 的比

应为     .
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   板板块块三三 合作互助,共析问题
发展创新思维,形成主动探究与合作的意识和能力

 问题三

  大家对基本不等式理解到位了吗?

 1.运用基本不等式求最值时,需要满足

“一正、二定、三相等”.如何才能满足这三个

条件呢? 这里运用了什么数学思想?

请结合下面的题目进行分析:

若x<1,求函数y=x+ 1
x-1

的最大值.

 2.大家能利用基本不等式求f(x)=

sinx+ 4
sinx

(0<x<π)的最小值吗? 请同学

们发挥聪明才智,相互合作来完成它.从中大

家能体会到什么?

 3.求函数f(x)=sinx+ 4
sinx

(0<x<π)

的最小值时采用下面的方法:

f(x)=sinx+ 1
sinx+

3
sinx

≥2 sinx· 1
sinx+3

,

当且仅当sinx= 1
sinx

,即sinx=1时,

f(x)取得最小值5.
这个解法对你有何启示?

   板板块块四四 展示交流,探究问题
提高分析问题、解决问题的能力

 问题四

  运 用 基 本 不 等 式 求 最 值 时, 需 要 注 意

什么?

 1.结合教材例4和《数学5》p99~p101
中的有关例题和习题,说明运用基本不等式

解决实际应用问题时,数学模型是什么结构

形式? 请把你想到的写出来.

 2.在运用基本不等式求解数学模型的

过程中,取得最值时的x 不在实际问题所要

求的范围内时,说明什么? 这时应如何处理?

  展展题题设设计计

 展题1 (1)已知x>0,y>0,x+2y+
2xy=8,则x+2y的最小值是 (  )

A.3      B.4

C.92 D.112
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了解面对逆境,远比如何接受顺境重要得多。

(2)设x,y,z均为正数,且x2-3xy+

4y2-z=0,则xy
z

取得最大值时,2
x+

1
y-

2
z

的最大值为    .
指导要求:运用基本不等式求最值的关

键是通过巧妙的变形或配凑,使其满足求最

值的三个条件.

 展题2 如图,为处

理含有某种杂质的污水,

要制造一底宽为2m 的

长方体无盖沉淀箱,污水

从A 孔流入,经沉淀后从B 孔流出.设箱体

的长度为am,高度为bm,已知流出的水中,

该杂质的质量分数与a,b的乘积ab成反比.
现有制箱材料60m2,问a,b各为多少米时,

经沉淀后流出的水中,该杂质的质量分数最

小? (A,B 孔的面积忽略不计)

指导要求:如何建立a,b与60的关系?

如何把杂质的质量分数与a,b联系起来呢?

基本不等式的结构特征是什么? 需要经过怎

样的变形?

  归归纳纳总总结结

不等式 a2+b2≥2ab

a+b( )2
2

≤

a2+b2
2

ab≤

a+b( )2
2

a+b
2 ≥

ab

成立的

范围及

等号成

立的条件

a,b R时,不等式成立,

a=b时,等号成立

a,b>0时,

不等式成

立,a=b时,

等号成立

应用
(1)证明其他不等式;

(2)求最值

求最值

时需要

满足的

条件

一定、

二相等

一正、

二定、

三相等

求最值的

过程中

体现的

数学思想

转化思想、方程思想

   板板块块五五 应用演练,再生新疑
分级设题,精选精练

  分分层层演演练练

A.基础巩固

1.某公司租地建仓库,每月土地占用费

y1(单位:万元)与仓库到车站的距离(单位:

km)成反比,而每月库存货物的运费y2(单
位:万元)与仓库到车站的距离(单位:km)成
正比.如果在距车站10km 处建仓库,这两

项费用y1和y2分别为2万元和8万元,那么

要使这两项费用之和最小,仓库应建在离车

站 km处.

2.已知函数f(x)=4x+a
x
(x>0,a>

0)在x=3时取得最小值,则a= .
3.(2018·天津)已知a,b R,且a-

3b+6=0,则2a+18b的最小值为    .

4.(2017·江苏)某公司一年购买某种货

物600t,每次购买xt,运费为6万元/次,一
年的总存储费用为4x 万元.要使一年的总

运 费 与 总 存 储 费 之 和 最 小,则 x 的 值

是 .
B.能力提升



数学选修4-5·人教A版 / 12   

5.已知a>0,b>0,ab=8,则当a的值

为    时,log2a·log2(2b)取得最大值.

6.设a>0,b>0,a+b=5,则 a+1+

b+3的最大值为    .

7.(2019·天津)设x>0,y>0,x+2y

=5,则
(x+1)(2y+1)

xy
的 最 小 值 为   

  .

8.若x,y>0,且 x+ y≤ax+y恒成

立,求实数a的最小值.

C.拓展创新

9.是否存在常数c,使得不等式 x
x+2y+

y
2x+y≥c≥

x
2x+y+

y
x+2y

对任意正实数x,

y恒成立? 证明你的结论.

10.(2017·全国卷Ⅱ)已知a>0,b>0,

a3+b3=2,求证:

(1)(a+b)(a5+b5)≥4;

(2)a+b≤2.

  再再生生新新疑疑

  利用重要不等式或基本不等式,我们已

经能够求一些次数较低或元数较少的函数的

最小值与最大值,那么形如y=x2(1-x)

(0<x<1)的函数的最大值如何求呢? 这将

是我们下学时要学习的内容,相信同学们学习

了下学时的内容后,这个问题就会迎刃而解.

  
第三学时 三个正数的算术-

几何平均不等式

   板板块块一一 创设问题,引领目标
导入问题,直指学时重点

  问问题题呈呈现现

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈

同学们,大家都吃过罐头吧? 如果

你仔细观察各种罐头,你会发现这些罐

头的形状大部分是高和底面直径相等的

圆柱,你有没有想过这是为什么?

这里的体积会涉及立方的问题,用

前面的基本不等式是无法解决的,你觉

得该如何解决呢? 从平方到立方的转换

体现了什么数学思想?
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绝不测量山的高度,除非你已到达顶峰,那时你就会知道山有多低。

  材材料料链链接接

 1.同学们,大家已经知道两个正数的算

术平均数不小于它们的几何平均数.我们猜

想对于三个正数a,b,c,它们的算术平均数

仍然不小于它们的几何平均数.对吗?

 2.在学习“三个正数的算术平均数不小

于它们的几何平均数”的过程中,我们将体会

到类比、猜想、证明的乐趣.

 3.从二元基本不等式、三元基本不等式

到n元基本不等式,体现了数学中的由特殊

到一般的思想,也符合我们的认知规律,这一

数学思想在后面的学习中是非常有用的.

 4.阅读本讲的“数学探究活动”栏目.

   板板块块二二 自学思疑,初探问题
尊重认知规律,亲历感悟知识生成

  教教材材导导读读

 问题一

  如何理解三元重要不等式和三元基本不

等式?

请阅读教材p8、p9例5之前的内容,思

考并回答下列问题:

 1.三元重要不等式:a3+b3+c3≥3abc

(a,b,c R+)和三元基本不等式:a+b+c
3 ≥

3
abc(a,b,c>0)的证明采用了什么方法?

对比二元重要不等式和二元基本不等式的证

明,你有何感想?

 2.二元重要不等式和二元基本不等式

的变形形式能完全类比到三元重要不等式和

三元基本不等式吗? 请把能类比的不等式写

出来.

 3.教材中由二元基本不等式、三元基本

不等式推广到了n元基本不等式.结合二元、

三元重要不等式,你能类比出n元重要不等

式吗? 这 两 组 不 等 式 各 自 成 立 的 条 件 是

什么?

 问题二

  如何运用三元基本不等式?

请阅读教材p9例5、例6的内容,思考

并回答下列问题:

 1.结合教材例6,类比二元基本不等式,

在运用三元基本不等式时,当三个正实数x,

y,z满足什么条件时,xyz取得最大值? 三

个正实数x,y,z满足什么条件时,x+y+z
取得最小值?

 2.利用三元基本不等式求函数最值时,

必须同时满足什么条件? 请简要概括出来.
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 3.结合教材例5和例6,说说三元重要

不等式和三元基本不等式的作用有哪些?

  自自主主测测评评

  1.设x>0,y>0,则W=xy+8x+
8
y

的

最小值为 .

2.设x>0,则y=x2+2x
的最小值为

. 

3.若θ为锐角,则y=2sin2θcos4θ的最

大值为 .

   板板块块三三 合作互助,共析问题
发展创新思维,形成主动探究与合作的意识和能力

 问题三

  你对三元基本 (重 要) 不 等 式 理 解 到 位

了吗?

 1.对三元重要不等式a3+b3+c3≥3abc
(a,b,c R+),你还有其他的证明方法吗?

如果有,说出来和大家分享一下;若有困难,

同学们也可以相互合作来完成证明.

 2.你能用三元基本不等式求函数f(x)=

sinθcos2θ0<θ<πæ

è
ç

ö

ø
÷

2
的最大值吗? 请同学们

发挥聪明才智完成它,从中大家能学到什么?

   板板块块四四 展示交流,探究问题
提高分析问题、解决问题的能力

 问题四

  运用三元基本不等式求最值时需要注意

什么?

 1.运用三元基本不等式求最值时,和二

元基本不等式一样,也需要满足“一正、二定、

三相等”,所以必要的“添”“减”“拼”“拆”的运

用是解题的关键.你会吗? 这里体现了什么

数学思想?

 2.运用三元基本不等式能解决什么类

型的实际问题?

  展展题题设设计计

 展题1 (1)设x>0,则y=x+4x2
的最

小值为 .

(2)设x<0,则y=4x2-8x
的最小值

为 .
(3)设0<x<2,则y=x(2-x)2 的最大

值为 .
指导要求:运用三元基本(重要)不等式

求最值的关键是通过巧妙的变形或配凑,使

其满足求最值的条件.你敢试一试吗?



第一讲 不等式和绝对值不等式 / 15   

好的木材并不在顺境中生长;风越强,树越壮。

 展题2 制造容积为π
2 m

3 的无盖圆柱

形桶,用来做底面的金属板的价格为每平方

米30元,做侧面的金属板的价格为每平方米

20元,要使用料成本最低,求此圆柱形桶的

底面半径和高.
指导要求:如何根据体积,建立成本与底

面半径的关系是解决本题的关键.

  归归纳纳总总结结

不等式
a3+b3+

c3≥3abc
abc≤ a+b+c( )3

3 a+b+c
3 ≥

3
abc

成 立 的 范

围 及 等 号

成 立 的

条件

a,b,c R+时,不等式成立,

a=b=c时,等号成立

应用
(1)证明其他不等式;

(2)求最值

求 最 值 时

需 要 满 足

的条件

一正、二定、三相等

求 最 值 的

过 程 中 体

现 的 数 学

思想

转化思想、方程思想

   板板块块五五 应用演练,再生新疑
分级设题,精选精练

  分分层层演演练练

A.基础巩固

1.已知圆柱的轴截面周长为6,体积为

V,则下列关系式总成立的是 (  )

A.V≥π B.V≤π

C.V≥18π D.V≤18π

2.若实数x,y 满足xy>0,且x2y=2,
则xy+x2 的最小值是 .

3.函数y=x2(1-2x)0<x<1æ

è
ç

ö

ø
÷

2
的最

大值为 .

4.设 x,y,z 为正数,求证:x
y +y

z +

z
x≥3. 

B.能力提升

5.若a>b>0,则a+ 1
b(a-b)

的最小值

是    . 

6.设x,y,z>0,且x+2y+3z=6,则

xyz的最大值为 .

7.已知a>0,b>0,c>0,且a+b+c=
1,给出下列不等式:

①0<abc≤127
;

② 1abc≥27
;
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③a2+b2+c2≥13
;

④0<ab+bc+ca≤13.

其中正确的是    (填序号).

8.有甲、乙两个粮食经销点,每次在同一

粮食生产基地以相同价格购进粮食,他们共

购粮三次,各次的粮食价格各不相同.甲每次

购粮10000kg,乙每次购粮花10000元.三

次统计,所购粮食的平均价格低的是哪个经

销点? 请说明理由.

C.拓展创新

9.已知圆锥的底面半径

为3,高为6,求圆锥的内接圆

柱的高h为何值时,圆柱的体

积最大? 并求这个最大值.如

图所示为圆锥的轴截面.

10.设a,b,c为正实数,求证:1
a3+

1
b3+

1
c3+abc≥23.

  再再生生新新疑疑

  上学时与本学时我们学习了基本不等

式,利用它们可以求a+b的最小值,那么对

于|a|+|b|或|a+b|的最小值该如何求呢?

这将是我们下学时要学习的内容,相信你学

习了下学时的内容后,这个问题会迎刃而解.
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爱不能单独存在,它的本身并无意义。 爱必须付诸行动,行动才能使爱发挥功能。

二、绝对值不等式

  第一学时 绝对值三角不等式

   板板块块一一 创设问题,引领目标
导入问题,直指学时重点

  问问题题呈呈现现

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈

某建筑公司遇到一个问题:该公司

在一条公路上,每隔10km有一个仓库,

共有五个仓库(如图),一号仓库存放10t
货物,二号仓库存放20t货物,五号仓库

存放40t货物,其余两个仓库是空的.现

在要把所有货物集中存放在一个仓库

里,如果每吨货物运输1km需要0.5元

运费,那么最少需要多少元运费才行?

你能帮该公司解决这个问题吗? 这

个问题涉及什么知识? 解决这个问题又

运用到了什么数学思想?

  材材料料链链接接

  同学们,初中我们学习过许多关于绝对

值的性质(a,b R):

 1.a2=|a|,

a2=|a|2.

 2.绝对值的运算法则:

(1)|ab|=|a||b|;

(2)|an|=|a|n(n N*);

(3)a
b =|a||b|

(b≠0);

(4)-|a|≤a≤|a|.

 3.研究绝对值运算的基本方法是通过

讨论绝对值符号内多项式取值的正负去绝对

值号.

 4.|x-a|的几何意义是数轴上坐标为

x的点到坐标为a 的点的距离.

   板板块块二二 自学思疑,初探问题
尊重认知规律,亲历感悟知识生成

  教教材材导导读读

 问题一

  |a+b|与|a|+|b| (a,b R)的大小关系

怎样?

请阅读教材p11~p13的有关内容,思考

并回答下列问题:

 1.教材p12得到定理1的方法称为完

全归纳法.你认为用完全归纳法证明的命题

一定正确吗? 请你再举一个用完全归纳法证

明的例子.

 2.能否将不等式|a+b|≤|a|+|b|推

广到n个数的情形? 如果能,请把它写出来.

 3.你会证明不等式|a+b|≤|a|+|b|
吗? 不妨试一试.
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 问题二

  |a|-|b|与|a±b|的大小关系怎样?

请阅读教材p13、p14的有关内容,思考

并回答下列问题:

 1.你能证明不等式|a|-|b|≤|a±b|
吗? 请试一试,然后和大家交流.

 2.在不等式|a|-|b|≤|a±b|中,等号

何时成立?

   板板块块三三 合作互助,共析问题
发展创新思维,形成主动探究与合作的意识和能力

 问题三

  |a-c|与|a-b|+|b-c|的大小关系

怎样?

请阅读教材p14例1前的内容,思考并

回答下列问题:

 1.定理2能否写成|a-c|≤|a-b|+

|b-c|? 如果能,你能证明吗?

 2.不等式|a-c|≤|a-b|+|b-c|与

|a+b|≤|a|+|b|之间是什么关系? 请你给

大家说说.

  自自主主测测评评

  1.已知|A→B|=8,|A→C|=5,则|B→C|的

取值范围是 .

2.“|a+b|<|a|+|b|”成立的充要条件

是 .

3.f(x)=|x+3|+|x|的最小值为

(  )

A.3      B.|2x+3|
C.0 D.不存在

4.(2016·江苏)设a>0,|x-1|<a
3
,

|y-2|<a
3
,求证:|2x+y-4|<a.

   板板块块四四 展示交流,探究问题
提高分析问题、解决问题的能力

 问题四

  如何理解和应用不等式||a|-|b||≤

|a±b|≤|a|+|b|?

 1.你认为不等式“||a|-|b||≤|a±b|≤|
a|+|b|”正确吗? 如果正确,你会证明吗?

和大家交流你的证明过程;如果不正确,请举

出反例.
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我们都随时处于正在学习的过程。

 2.求|a|-|b|与|a+b|的最大值与最

小值,要用到什么不等式,其等号何时成立?

  展展题题设设计计

 展题1 求函数y=|x-3|-|x+1|的

最大值和最小值.
指导要求:把x-3和x+1看作两个实

数,考虑两个数和(差)的绝对值与两数绝对

值的和(差)之间的关系,进而可求解.

 展题2 若|a-c|<b,则下列不等式不

成立的是 (  )

A.|a|<|b|+|c| B.|c|<|a|+|b|

C.b>||c|-|a|| D.b<|a|-|c|
指导要求:结合已知不等式,再观察选

项,你会想到什么?

  归归纳纳总总结结

不等式
||a|-|b||≤
|a+b|

|a+b|≤
|a|+|b|

|a-c|≤|a-b|+
|b-c|

成立的条件 a,b,c R

应用
(1)证明其他不等式;

(2)求最值

求最值时需要

满足的条件

ab≤0时,

等号成立

ab≥0时,

等号成立

(a-b)(b-c)≥

0时,等号成立

求最值的过程

中体现的数学

思想

分类讨论与数形结合的思想

   板板块块五五 应用演练,再生新疑
分级设题,精选精练

  分分层层演演练练

A.基础巩固

1.已知|x|≤a,|y|≤b,则下列不等式

一定成立的是 (  )

A.|x+y|≤a+b

B.|x-y|<a+b

C.|x|+|y|<a+b

D.|x|-|y|<a+b

2.已知实数a,b满足ab<0,那么

(  )

A.|a-b|<|a|+|b|

B.|a+b|>|a|-|b|

C.|a+b|<|a-b|

D.|a-b|<||a|-|b||

3.已知g(x)=|x-a|-|x-b|,则

g(x)的 最 大 值 为     ,最 小 值 为
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    . 

4.若不等式|x+1|+|x-3|≥a+4a
对

任意的实数x 恒成立,则实数a的取值范围

为    .

B.能力提升

5.对任意x,y R,|x-1|+|x|+|y-

1|+|y+1|的最小值为 (  )

A.1       B.2

C.3 D.4

6.若|a+c|<b,则 (  )

A.|a|<|b|-|c| B.|a|>|c|-|b|

C.|a|>|b|-|c| D.|a|<|c|-|b|

7.若关于实数x的不等式|x-5|+|x+

3|<a无解,则实数a的取值范围是    .

8.已知x [-1,1],|y|≤16
,|z|≤19

,

求证:|x+2y-3z|≤53.

C.拓展创新

9.函数f(x)=ax+b,当|x|≤1时,都

有|f(x)|≤1,求证:|b|≤1,|a|≤1.

10.设函数f(x)=|2x-1|,x R.
(1)若存在实数x使不等式f(x)+f(x

+1)≤a成立,求实数a的取值范围;

(2)若g(x)= 1
f(x)+f(x+1)+m

的定

义域为R,求实数m 的取值范围.

  再再生生新新疑疑

  本学时所学的含绝对值的不等式||a|-|

b||≤|a±b|≤|a|+|b|是证明其他含有绝

对值的不等式的重要依据.那么该如何解含

绝对值的不等式呢? 这将是下学时我们要学

习的内容.
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要及时把握梦想,因为梦想一死,生命就如一只羽翼受创的小鸟,无法飞翔。

  第二学时 绝对值不等式的解法

   板板块块一一 创设问题,引领目标
导入问题,直指学时重点

  问问题题呈呈现现

┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈ ┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈┈

┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈
┈

某段铁路线上依次有A,B,C 三站,

AB=5km,BC=3km,在列车运行时刻表

上,规定列车8时整从A站发车,8时07分

到达B 站并停车1分钟,8时12分到达

C站.在实际运行时,假设列车从A 站正

点发车,在B 站停车1分钟,并在行驶时

以同一速度vkm/h匀速行驶,列车从 A
站到达某站的时间与时刻表上相应时间

之差的绝对值称为列车在该站的运行误

差.若要求列车在B、C 两站的运行误差

之和不超过2分钟,你认为对速度v应怎

样限制呢?

你能解决这个问题吗? 解决这个问

题涉及什么知识? 解决这个问题又运用

到了什么数学思想?

  材材料料链链接接

 1.在《数学1》中,我们学习过函数y=

|x|,y=|x±1|的图象;在《数学5》中,我们

求过|x|+|y|≤1的面积.研究它们的方法

都是通过分类讨论去绝对值号.

 2.研究绝对值运算的基本方法是分类

讨论.在本学时的学习中要注意掌握它.

   板板块块二二 自学思疑,初探问题
尊重认知规律,亲历感悟知识生成

  教教材材导导读读

 问题一

  你能解不等式|ax+b|≤c与|ax+b|≥c
(c>0)吗?

请阅读教材p15~p17“探究”栏目前的

内容,思考并回答下列问题:

 1.如何解不等式|ax+b|≤c与|ax+
b|≥c(c<0)?

 2.除了利用|x-a|的几何意义外,你还

能用其他方法解不等式|x-a|<c与|x-a|>c
(c>0)吗?

 3.你能把不等式|ax+b|<c与|ax+b|>
c转化为|x-a|<c与|x-b|>c型的不等式

吗? 你 能 解 不 等 式|ax +b|<c 与

|ax+b|>c吗? 请谈谈你的想法.

 问题二

  如何解不等式|x-a|+|x-b|≤c与|x-a|

+|x-b|≥c?

请阅读教材p17~p19的有关内容,思考
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并回答下列问题:

 1.教材例5中的解法一适用于解不等

式|2x-1|+|x-2|≥5吗?

教材例5中的三种解法各在什么条件下

适用? 谈谈你的想法.

 2.如何解形如|ax-b|±|cx-d|<e与

|ax-b|±|cx-d|>e(a,b,c,d,e为常数)

的不等式呢? 请说说你的想法.

  自自主主测测评评

  1.(2016· 上 海)设x R,则不等式

|x-3|<1的解集为    .

2.不等式|x-5|+|x+3|≥10的解集是

(  )

A.[-5,7]

B.[4,6]

C.(-∞,-5]∪[7,+∞)

D.(-∞,-4]∪[6,+∞)

3.已知集合A={x R|x+3|+|x-4|≤

9},B= x R {  x=4t+
1
t
,t (0,+∞) } ,则集

合A∩B= .

   板板块块三三 合作互助,共析问题
发展创新思维,形成主动探究与合作的意识和能力

 问题三

  你对解绝对值不等式掌握得如何?

 1.如何解不等式|f(x)|≥f(x)或|f(x)|

≤f(x)? 请说说你的想法.

 2.如何解不等式|f(x)|≥g(x)或|f(x)|≤

g(x)? 请说说你的想法.

   板板块块四四 展示交流,探究问题
提高分析问题、解决问题的能力

 问题四

  研究本学时内容用到了什么方法?

 1.教材例5的三种解法的共同点是什

么? 体现了解决含绝对值的数学问题的什么

共同本质?
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爱我的人教我温柔;恨我的人教我谨慎;对我冷漠的人教我自立。

 2.解绝对值不等式的关键是将其转化

为不含绝对值的不等式,而去绝对值符号(只

含一个或两个绝对值符号)的常用方法有

哪些?

  展展题题设设计计

 展题1 已知关于x的不等式|x-1|+

|x-a|<2的解集不是空集,求实数a的取

值范围.
指导要求:本题中|x-1|+|x-a|的最

小值与2是什么关系? 只要搞清楚这一点,

问题就迎刃而解.求|x-1|+|x-a|的最小

值用到了什么数学思想和方法?

 展题2 已知函数f(x)= 2x-1 +2,

g(x)=- x+2 +3.
(1)解不等式:g(x)≥-2;

(2)当x R时,f(x)-g(x)≥m+2
恒成立,求实数m 的取值范围.

指导要求:f(x)-g(x)≥m+2恒成立

等价于什么? 如何求f(x)-g(x)的最小值

(可以参考教材例5的解法)?

 展题3 解决“问题呈现”中的问题.
指导要求:什么是运行误差? 如何根据

运行误差列出不等式?

  归归纳纳总总结结

不等式 解法 思想方法

|f(x)|≤g(x) -g(x)≤f(x)≤g(x)
分类讨论、

等价转化

|f(x)|≥g(x) f(x)≤-g(x),或f(x)≥

g(x) 

分类讨论、

等价转化

|x-a|±|x-
b|≤c与|x-
a|±|x-b|≥c

(1)取零点分段讨论法;

(2)利 用 绝 对 值 不 等 式 的

性质;

(3)构造函数,借助函数图象

分类讨论、

数形结合、

函数思想

|ax-b|±|cx-
d|≤e与|ax-
b|±|cx-d|≥e

(1)取零点分段讨论法;

(2)构造函数,借助函数图象

分类讨论、

数形结合、

函数思想
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   板板块块五五 应用演练,再生新疑
分级设题,精选精练

  分分层层演演练练

A.基础巩固

1.不等式|x+7|≥m+2对任意实数x
恒成立,则实数m 的取值范围是 .

2.已知不等式|x-2|<a(a>0)的解集

为{x|-1<x<b},则a+2b= .

3.(2018 · 天 津 )设 x R,则

“x-12 <12
”是“x3<1”的 (  )

A.充分不必要条件

B.必要不充分条件

C.充要条件

D.既不充分也不必要条件

4.(2019·上海)不等式|x+1|<5的解

集为 .

B.能力提升

5.函数y=|x-1|+|x-2| (  )

A.图象无对称轴,且在R上不单调

B.图象无对称轴,且在R上单调递增

C.图象有对称轴,且在对称轴右侧不

单调

D.图象有对称轴,且在对称轴右侧单调

递增

6.不等式x+|2x+3|≥2的解集为 

            .

7.若不等式|2x-1|+|x+2|≥a2+
1
2a+2

对任意实数x 恒成立,则实数a的取

值范围是     .

8.(2019· 江 苏)设x R,解不等式

|x|+|2x-1|>2.

C.拓展创新

9.(2016·全国卷Ⅲ)已知函数f(x)=

|2x-a|+a.
(1)当a=2时,求不等式f(x)≤6的

解集;

(2)设函数g(x)=|2x-1|,当x R
时,f(x)+g(x)≥3,求a的取值范围.

10.(2018·全国卷Ⅱ)设函数f (x)=

5-|x+a|-|x-2|.
(1)当a=1时,求不等式f (x)≥0的

解集;

(2)若f(x)≤1,求a的取值范围.

  再再生生新新疑疑

  我们现在所学的都是三元以下的不等

式,那么对于n元不等式该如何处理呢? 这

将是后面要学习的内容.
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过去的事已经一去不复返,聪明的人是考虑现在和未来,根本无暇去想过去的事。

 第一讲学习报告

请根据自己对本讲内容的学习和体会,列出本讲内容主要涉及的知识点、公式、图象、方法

等,并通过“知识结构树”“思维导图”“表格比较”或“书面表达”等方式将你所列出的知识系统

化.要注意和别的同学多交流,并及时记录下其他同学的优点,补充、完善自己的不足之处.
比如,归纳总结本讲所学内容如下表所示:

名称 知识点 作用或方法 成立条件 蕴涵的数学思想

不
等
式
的
基
本
性
质

三
歧
性

a>b⇔a-b>0.
a=b⇔a-b=0.
a<b⇔a-b<0.

比较大小的依据 a,b R 比较法

初
中
所
学
性
质

(1)a>b⇔b<a(对称性).
(2)a>b,b>c⇒a>c(传
递性).
(3)a>b⇔a+c>b+c(加法法
则).
(4)a>b,c>0⇒ac>bc,
a>b,c<0⇒ac<bc(乘 法
法则).

高
中
所
学
性
质

(1)a>b>0⇒an>bn(n N,n≥
2)(乘方法则).
(2)a>b>0⇒

n
a>

n
b(n N,n≥

2)(开方法则).

重
要
性
质

(1)a+b>c⇔a>c-b(移项法
则).
(2)a>b,c>d⇒a+c>b+d
(可加性).
(3)a>b>0,c>d>0⇒ac>bd
(可乘性).

(4)a>b,ab>0⇒1a<
1
b

(倒数

关系).

1.比较大小.
2.证明其他的
不等式.

a,b,c R

a>b>0

a,b,c R

比较法

重
要
不
等
式

a2 +b2 ≥2ab⇔ a+bæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

≤

a2+b2
2 ⇔ab≤ a+bæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

.

a3+b3+c3≥3abc,

a+b
2 ≥ ab,a+b+c

3 ≥
3
abc.

1.证明不等式.
2.求 最 大 值
(和为定值)或
最小值(积为
定值).

a,b R,a=b
时,等号成立.

a,b,c>0,a=
b=c时,等号
成立.

等价转化
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续表

名称 知识点 作用或方法 成立条件 蕴涵的数学思想

绝
对
值
不
等
式
及
其
解
法

绝对
值不
等式

(1)||a|-|b||≤|a+b|≤
|a|+|b|,ab≤0时左等号成
立,ab≥0时右等号成立.
(2)|a-c|≤|a-b|+|b-c|,
(a-b)(b-c)≥0 时 等 号
成立.

1.证明不等式.
2.求最大值或
最小值.

a,b,c R
分类讨论
数形结合

解
绝
对
值
不
等
式

(1)|f(x)|≤g(x)⇔-g(x)≤
f(x)≤g(x).
|f(x)|≥g(x)⇔f(x)≤
-g(x),或f(x)≥g(x).
(2)|x-a|+|x-b|≥c和|x-a|+
|x-b|≤c,取零点分段讨论.

1.取零点分段
讨论法.
2.构造函数,借
助函数图象.
3.利用绝对值
不等式的性质.

a,b,c R 
数形结合
分类讨论
函数思想

 数学探究活动
体验数学研究的过程和创造的激情

  数数学学探探究究

 1.探究问题

均值不等式.

 2.n元均值不等式

定理:n个正数的算术平均不小于它们

的几何平均,即

a1+a2+…+an

n ≥
n
a1a2…an,

当且 仅 当a1=a2=…=an 时,等 号

成立.

证 明:设 A =a1+a2+…+an

n
,G =

n
a1a2…an,如果a1,a2,…,an 都相等,显然

A=G.
如果a1,a2,…,an 不全相等,不妨设a1

是其中最小的数,设a2 是其中最大的数,A

=a1+a2+
…+an

n .分别用A 与a1+a2-A

代换a1 和a2,连同a3,a4,…,an 组成n 个

数.这样代换使得最小数变大,最大数变小,

但n个数的和不变,从而算术平均不变.
因为a1<A<a2,

所以A(a1+a2-A)-a1a2=(A-a1)
·(a2-A)>0,

即A(a1+a2-A)>a1a2.

所以n
A(a1+a2-A)a3a4…an>

n
a1a2…an,

即代换后的几何平均变大.
以上这种变换使n个数中的最小数变换

到A,这样最多经过n-1次,就使所有数都

变换 成 A,这 时 的 几 何 平 均 达 到 最 大 为
n
AA…A  
︸

 
n个

,即等于A.由此可知,由于a1,a2,

…,an 不全相等,就有

G=
n
a1a2…an<A=a1+a2+

…+an

n .
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这个世界总是充满美好的事物,然而能看到这些美好事物的人,事实上是少之又少。

综上,得

n
a1a2…an≤

a1+a2+…+an

n
,

当且 仅 当a1=a2=…=an 时,等 号

成立.

 3.用均值不等式求最值的诠释

用均值不等式既可以证明其他的不等

式,也可以求一些函数的最值问题.求最值

时,必须遵循“一正、二定、三相等”.理由是:

(1)要求a1,a2,…,an 都为正值,是为了

保证不等式成立,否则,在a1,a2,…,an 中有

奇数个负数,则 n
a1a2…an 不一定有意义,何

谈成立.再如有a1,a2 两个负数,则a1+a2≥

2a1a2也不成立,所以要求a1,a2,…,an 都

为正数.
(2)当a1a2…an 为定值时,a1+a2+…+an

取得最小值,当a1+a2+…+an 为定值时,

a1a2…an 取得最大值,否则就不能取得最

值.请看例子:

求函数y=x2+1x
(x>0)的最小值.

正解:y=x2+ 1x =x2+ 12x+
1
2x≥

3
3

x2·12x
·1
2x=3

3
1
4
,

当且仅当x2=12x
,即x=

3
1
2

时,取等号,

∴ ymin=3
3
1
4.

错解一:y=x2+1x≥2 x2·1x
,

当且仅当x2=1x
,即x=1时,取等号,

∴ ymin=2.

错解二:y=x2+1x=
x2
2+

x2
2+

1
x≥

3
3
x2
2
·x

2

2
·1

x=3
3
x3
4
,

当且仅当x2
2=

1
x
,即x=

3
2时,取等号,

∴ ymin=33
2

.

错解三:y=x2+1x=x
2+13x+

1
3x+

1
3x

≥4
4

x2·13x
·1
3x
·1
3x
,

当且仅当x2=13x
,即x=

3
1
3

时,取等号,

∴ ymin=43
9

.

如果积a1a2…an 不为定值,那么由上述

解题过程可知,函数y=x2+1x
的最小值可

能有 无 数 个.事 实 上,2,33
2
,43
9

都 大 于 3

3
1
4
,所以它们并不是最小值,只有3

3
1
4

是

函数y=x2+1x
的最小值. 

(3)根据定理的证明过程知,当且仅当

a1=a2=…=an 时,均值不等式取得等号,

即函数取得最值.

 4.利用均值不等式求最值的常见技巧

(1)凑系数

例:当0<x<4时,求y=x(8-2x)的最

大值.
解:由0<x<4,得8-2x>0,

∴ y=x(8-2x)

=12
[2x·(8-2x)]

≤12
2x+8-2xæ

è
ç

ö

ø
÷

2
2

=8,

当且仅当2x=8-2x,即x=2时,等号

成立, 

∴ 当x=2时,y=x(8-2x)取得最大

值8.
(2)凑项

例:已知x<54
,求函数f(x)=4x-2+

1
4x-5

的最大值.
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解:由题意知,4x-5<0,∴ 5-4x

>0.

∴ f(x)=4x-2+ 1
4x-5

=-5-4x+ 1
5-4

æ

è
ç

ö

ø
÷

x +3

≤-2 (5-4x)· 1
5-4x+3

=-2+3=1,

当且仅当5-4x= 1
5-4x

,即x=1时,等

号成立.

∴ f(x)的最大值为1.
(3)裂项

例:设 x > - 1,求 函 数 y =
(x+5)(x+2)

x+1
的最小值.

解:∵ x>-1,∴ x+1>0.

∴ y=x+1+ 4
x+1+5

≥2 (x+1)· 4
x+1+5=9

,

当且仅当x+1= 4
x+1

,即x=1时,等号

成立.

∴ ymin=9.
(4)拆项

例:求y=x2+2x
(x>0)的最小值.

解:∵ x>0,

∴ y=x2+1x+
1
x≥3

3

x2·1x
·1
x=3

,

当且仅 当 x2=1x
,即 x=1时,等 号

成立.

∴ ymin=3.

(5)拆幂

例:求y=x2(1-x)(0<x<1)的最

大值.
解:∵ 0<x<1,∴ 1-x>0.

∴ y=12x
·x·(2-2x)

≤12
x+x+2-2xæ

è
ç

ö

ø
÷

3
3

=12×
8
27=

4
27
,

当且仅当x=2-2x,即x=23
时,等号

成立.

∴ ymax=427.

(6)升幂

例:求函数y=x(1-x2)(0<x<1)的最

大值.
解:∵ 0<x<1,∴ 1-x2>0.

∴ y2=x2(1-x2)2

=12
·2x2(1-x2)(1-x2)

≤12
2x2+1-x2+1-x2æ

è
ç

ö

ø
÷

3
3

=427
,

当且仅当2x2=1-x2,即x= 33
时,等

号成立.

∴ ymax=239 .
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第第一一讲讲综综合合测测试试

(时间:90分钟 满分:100分)

  一、选择题(本大题共6小题,每小题

5分,共30分.在每小题给出的四个选项中,

只有一项是符合题目要求的)

1.若a<b,则下列不等关系一定成立的是

(  )

A.1a<
1
b     B.|a|>|b|

C.a2>b2 D.2ab-b2<a2

2.若2x+2y=1,则x+y的取值范围是

(  )

A.[0,2]      B.[-2,0]

C.[-2,+∞) D.(-∞,-2]

3.不等式|x-1|+|x+2|≥5的解集为

(  )

A.(-∞,-3]∪[2,+∞)

B.[-3,2]

C.(-∞,-2]∪[1,+∞)

D.[-2,1]

4.若不等式 x+1x >|a-5|+1对一

切非零实数x均成立,则实数a的取值范围是

(  )

A.R

B.a>5

C.4<a<6

D.4≤a≤6

5.若a,b,c均为正实数,且a2+2ab+2ac+

4bc=12,则a+b+c的最小值为 (  )

A.23 B.3

C.2 D.3

6.如果正数a,b,c,d满足a+b=cd=4,则
(  )

A.ab≤c+d,且等号成立时a,b,c,d的

取值唯一

B.ab≥c+d,且等号成立时a,b,c,d 的

取值唯一

C.ab≤c+d,且等号成立时a,b,c,d 的

取值不唯一

D.ab≥c+d,且等号成立时a,b,c,d的

取值不唯一

二、填空题(本大题共6小题,每小题

5分,共30分)

7.已知-2≤a≤3,-3<b<4,则a-

|b|的取值范围为 .

8.已知a R,若关于x的方程x2+x+

|a|+ a-14 =0有实数根,则a的取值范

围是 .

9.已知a>0,b>0,且a2+b2
2=1

,则

a 1+b2的最大值是 .

10.设a,b R+,则 a+b
2

与 a+b的大

小关系是        .

11.函数y=316x
2+3x

(x>0)的最小值

为 .

12.若函数f(x)=|x+1|+2|x-a|的最

小值为5,则实数a=    .
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三、解答题(本大题共3小题,共40分.解

答时应写出必要的文字说明、证明过程或推演

步骤)

13.(本小题满分12分)

已知sin2α+sin2β+sin2γ=1(α,β,γ均为锐

角),求cosαcosβcosγ的最大值.

14.(本小题满分14分)

(2019·全国卷Ⅱ)已知f(x)=|x-a|x+

|x-2|(x-a).
(1)当a=1时,求不等式f(x)<0的

解集;

(2)若x (-∞,1)时,f(x)<0,求a
的取值范围.

15.(本小题满分14分)

设函数f(x)=|x+1|.
(1)求不等式f(x)≤5-f(x-3)的

解集;

(2)已知关于x的不等式2f(x)+|x+

a|≤x+4在[-1,1]上有解,求实数a的取

值范围.


